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Simplificação	
Introdução	
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Simplificação	e	aproximação	

Introdução	

•  Algoritmos	para	simplificação	e	aproximação	de	malhas	formam	um	classe	
de	algoritmos	que	buscam	transformar	um	malha	poligonal	em	outra,	com	
poucas	faces,	vérJces	e	arestas	

•  Ambos	os	procedimentos	são	controlados	por	critérios	definidos	pelo	
usuário	que	favorecem	uma	ou	outra	propriedade	existente	nos	dados	
originais	

•  Existem	várias	aplicações	mas	a	mais	óbvia	é	reduzir	a	complexidade	dos	
dados	
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Simplificação	e	aproximação	

Introdução	

•  Algoritmos	para	simplificação	e	aproximação	de	malhas	formam	um	classe	
de	algoritmos	que	buscam	transformar	um	malha	poligonal	em	outra,	com	
poucas	faces,	vérJces	e	arestas	

•  Ambos	os	procedimentos	são	controlados	por	critérios	definidos	pelo	
usuário	que	favorecem	uma	ou	outra	propriedade	existente	nos	dados	
originais	

•  Existem	várias	aplicações	mas	a	mais	óbvia	é	reduzir	a	complexidade	dos	
dados	
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Simplificação	

Aplicações	

•  Tratamento	de	dados	com	amostragem	excessiva	
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Simplificação	

Aplicações	

•  Redução	de	tesselação	excessiva	
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Simplificação	

Aplicações	

•  Adaptação	a	limitações	de	hardware	
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Simplificação	

Compromisso	entre	erro	e	tamanho	
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Simplificação	

Problema	de	simplificação	de	uma	malha	de	triângulos	

Dada	uma	malha	de	triângulos	M,	determinar	uma	nova	malha	M’	
tal	que:	

	

1)  Minimize																			para	
2)  Minimize												para		

	

| !V |= n <|V |!M −M < ε

| !V | !M −M = ε
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Simplificação	

Problema	de	simplificação	de	uma	malha	de	triângulos	

Dada	uma	malha	de	triângulos	M,	determinar	uma	nova	malha	M’	
tal	que:	

	

1)  Minimize																			para	
2)  Minimize												para		
	
É	um	problema	de	oJmização	diYcil	

| !V |= n <|V |!M −M < ε

| !V | !M −M = ε
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Simplificação	

Problema	de	simplificação	de	uma	malha	de	triângulos	

Dada	uma	malha	de	triângulos	M,	determinar	uma	nova	malha	M’	
tal	que:	

	

1)  Minimize																			para	
2)  Minimize												para		
	
Soluções	sub-óJmas	podem	ser	obJdas	considerando-se	critérios	
adicionais	de	suavidade	como:	
	
desvio	de	normais,	forma	dos	triângulos,	etc	
	
	

| !V |= n <|V |!M −M < ε

| !V | !M −M = ε
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Simplificação	

Métodos	de	simplificação	

• Clustering	de	vérJces	

• Decimação	iteraJva	

• Four-faced	clustering	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	[Rossignac	and	Borrel	93].	

Etapas:	
	

1.  Geração	do	Cluster		

2.  Cálculo	do	vérJce	representante	de	cada	cluster	

3.  Geração	da	malha	

4.  Correção	topológica	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Dada	uma	tolerância	e,	construir	uma	parJção	do	espaço	
ambiente	em	torno	do	objeto	com	células	de	diâmetro	menor	
que	e	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Abordagem	hierárquica	
	
Pode	ser	Bodom-up	ou	Top-down	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Cálculo	do	representante:	-	determinar	a	posição	de	um	vérJce	
representaJvo	para	todo	os	vérJces	conJdos	em	uma	célula	
	
Pode	ser	feito	de	diferentes	formas:	
	
• Média	das	coordenadas	dos	vérJces	

• Mediana	

• Funções	quádricas	do	erro	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Média	das	coordenadas	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Mediana	das	coordenadas	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Quádricas	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Quádricas:	ideia	determinar	o	ponto	que	minimiza	a	distância	aos	
planos	determinados	pela	região	em	uma	célula	

ponto	 plano	

Distância	
quadráJca	
do	ponto	
ao	plano	 quádrica	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Quádricas:	
	

Uma	matriz	quádrica	associa	um	único	número	real	
pTQqp	a	cada	ponto	p	
Descreve	um	polinômio	de	segundo	grau	
Representa	uma	superYcie:	elipsóide,	parabolóide	
ou	hiperbolóide	
Se	Qp	é	posiJva	definida	então	descreve	elipsóides	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Soma	das	quádricas	definidas	pelos	planos	do	vérJce	
	
	
	
	
	
	

O	representante	pode	ser	determinado		minimizando	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

A	minimização	é	obJda	resolvendo	um	problema	de	mínimos	
quadrados:	
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Simplificação	

Comparação	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Geração	da	malha:	-	conectar	os	vérJces	representaJvos	de	dos	
clusters	
	

• Considere	os	clusters	P	=	{p0,p1,...,pn}	e	Q	=	{q0,q1,...,qn}	
	
• Considere	p	representante	de	P	e	q	representante	de	Q	
	
• Conecte	p	a	q	se	existe	uma	aresta	original	entre	pi	e	qi	
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Simplificação	

Clusterização	de	vérJces	

Problemas	topológicos:	a	malha	pode	deixar	de	ser	uma	variedade	
topológica	se:	

• diferentes	componentes	conexos	passam	por	um	célula	
• se	duas	faces	que	comparJlham	um	vérJce	contém	cada	uma	vérJces	
disJntos	em	uma	mesma	célula	
• 	se	todos	os	vérJces	de	uma	componente	estão	na	mesma	célula	

a)	

b)	

c)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	

Remove	um	vérJce	da	malha	por	vez	
	
Em	cada	passo,	o	melhor	candidato	é	determinado	por	um	critério	
especificado	pelo	usuário	
	
Critérios	podem	ser:	
	
• Binários	(remove	ou	não	remove)	
• Conqnuos	(mede	a	qualidade	da	malha	após	a	remoção)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	

Binários	–	critérios	binários	estão	associados	ao	erro	de	
aproximação	global	(não	removemos	vérJces	que	causam	um	erro	
maior)	
	

Conqnuos	–	estão	ligados	a	uma	noção	de	adequabilidade	
(fairness)	que	pode	ser:	

• Isotropia	dos	triângulos	
• Razão	de	aspecto	dos	triângulos	
• Variação	nas	normais	emuma	vizinhança	
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Simplificação	

Decimação	incremental	

Algoritmo	Geral:	
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Simplificação	

Decimação	incremental	

Algoritmo	Geral:	

Obs:	uma	região	pode	ser	um	único	vérJce	ou	uma	aresta		
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Simplificação	

Decimação	incremental	

Algoritmo	Guloso:	

Obs:	uma	região	pode	ser	um	único	vérJce	ou	uma	aresta		
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Simplificação	

Decimação	incremental	(reavaliação)	

• Após	a	remoção,	a	superYcie	muda	em	uma	vizinhança	

• O	critério	deve	ser	reavaliado	e	é	o	passo	mais	custoso	

• UJliza-se	uma	estrutura	de	heap	para	preservar	a	ordem	dos	
candidatos	

• Candidatos	a	serem	reavaliados	são	removidos	do	heap,	
reavaliados	e	re-inseridos	

• Complixdade	de	log(n)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	

• Devem	ser	os	mais	simples	o	possível	

• Se	precisamos	preservar	topologia	devemos	uJlizar	Operadores	
de	Euler	

• Tipos	de	operadores:	
	
• Remoção	de	vérJces	
• Colapso	de	aresta	
• Colapso	de	half-edge	
• Operadores	estelares	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	

• Remoção	de	vérJces	–	remove	um	vérJce	mais	os	triângulos	
adjacentes	

• Para	um	vérJce	de	valência	k	gera	um	buraco	de	k	lados	

• K-2	graus	de	liberdade	na	retriangulação	do	buraco	

• 	O	número	de	triângulos	resultane	é	k-2	

• Logo,	remove	1	vérJce,	3	arestas	e	2	triângulos	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	

• Colapso	de	arestas	–	toma	dois	vérJces	adjacentes	p	e	q,	colapsa	
a	aresta	entre	eles	e	move	ambos	os	vérJces	para	uma	nova	
localização	r	

• Dois	triângulos	degenerados	podem	ser	removidos	da	malha	
• Remove	um	vérJce,	três	arestas	e	dois	triângulos		
• O	grau	de	liberdade	está	na	especificação	de	r	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	

• Colapso	de	halfedges	HC(p,q)	–	dado	dois	vérJces	p	e	q	
conectados	por	uma	aresta,	p	é	movido	em	direção	a	q	

• Pode	ser	visto	como	um	caso	parJcular	do	Colapso	de	Arestas	ou	
Remoção	de	Vér>ces	

• A	remoção	HC(p,q)	é	tratada	de	forma	independente	de	HC(q,p)	e	devem	
ser	avaliadas	e	armazenadas	no	heap	individualmente	

• Faz	uma	subamostragem	em	oposição	ao	Colapso	de	Arestas	que	faz	uma	
filtragem	passa	baixa	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	

O	Colapso	de	HalfEdges	é	uma	operação	válida	somente	se	saJsfaz	
as	seguintes	condições:	
	

Se	p	e	q	são	vérJces	na	fronteira	da	malha	então	(p,q)	é	uma	
aresta	da	fronteira	
	
Para	todos	os	vérJces	r	incidentes	a	p	e	q,	deve	exisJr	um	
triângulo	(p,q,r).		A	interseção	dos	1-rings	de	p	e	q	consiste	
somente	dos	vérJces	opostos	a	(p,q)	
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Simplificação	

Decimação	incremental	(operadores	topológicos)	



Simplificação	
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Sejam								e								dois	simplexos	de								
com	dimensão	r	e	(n-r)	respecJvamente	tais	que																																						.	
� �� �

Link(�,�) = @�
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Sejam								e								dois	simplexos	de								
com	dimensão	r	e	(n-r)	respecJvamente	tais	que																																						.	

	
A	operação	chamada	movimento	biestelar	consiste	em	alterar							removendo																e	

adicionando																	.	

� �� �
Link(�,�) = @�

� � ? @�
@� ? �
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Sejam								e								dois	simplexos	de								
com	dimensão	r	e	(n-r)	respecJvamente	tais	que																																						.	

	
A	operação	chamada	movimento	biestelar	consiste	em	alterar							removendo																e	

adicionando																	.	

� �� �
Link(�,�) = @�

� � ? @�
@� ? �
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Sejam								e								dois	simplexos	de								
com	dimensão	r	e	(n-r)	respecJvamente	tais	que																																						.	

	
A	operação	chamada	movimento	biestelar	consiste	em	alterar							removendo																e	

adicionando																	.	
	
	

Notação:																.	

� �� �
Link(�,�) = @�

� � ? @�
@� ? �

k(�, �)
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Seja								um	simplexo	de								com	
dimensão	r	e						um	vérJce	no	interior	de					.	

� �� �
v � �
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Seja								um	simplexo	de								com	
dimensão	r	e						um	vérJce	no	interior	de					.	

	
A	operação	chamada	subdivisão	estelar	consiste	em	alterar						removendo																					e	

adicionando																																									.	

� �� �

�

v � �

Star(�,�)
v ? @� ? Link(�,�)
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Seja								um	simplexo	de								com	
dimensão	r	e						um	vérJce	no	interior	de					.	

	
A	operação	chamada	subdivisão	estelar	consiste	em	alterar						removendo																					e	

adicionando																																									.	

� �� �

�

v � �

Star(�,�)
v ? @� ? Link(�,�)

Notação	
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Operadores	Estelares	

Seja								um		complexo	simplicial	de	dimensão	n.	Seja								um	simplexo	de								com	
dimensão	r	e						um	vérJce	no	interior	de					.	

	
A	operação	chamada	subdivisão	estelar	consiste	em	alterar						removendo																					e	

adicionando																																									.	

� �� �

�

v � �

Star(�,�)
v ? @� ? Link(�,�)

(�, v)
 ���

�1

Fusão	
estelar	
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Operadores	Estelares	

Dois	super	teoremas	...	
	

01	–	Duas	superYcies	combinatórias	são	homeomorfas,	se	e	somente	se	elas	são	
biestelar	equivalentes.	
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Operadores	Estelares	

Dois	super	teoremas	...	
	

01	–	Duas	superYcies	combinatórias	são	homeomorfas,	se	e	somente	se	elas	são	
biestelar	equivalentes.	

	
02	–	Qualquer	movimento	biestelar,	pode	ser	decomposto	em	um	conjunto	finito	de	

operações	estelares,	a	saber:																						.	
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Operadores	Estelares	

Dois	super	teoremas	...	
	

01	–	Duas	superYcies	combinatórias	são	homeomorfas,	se	e	somente	se	elas	são	
biestelar	equivalentes.	

	
02	–	Qualquer	movimento	estelar,	pode	ser	decomposto	em	um	conjunto	finito	de	

operações	estelares,	a	saber:																						.	
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Simplificação	

Operadores	Estelares	

Os	operadores	estelares	podem	ser	usados	como	primiJvas	para	a	definição	de	
operações	de	mulJresolução.	
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Simplificação	

Operadores	Estelares	

Os	operadores	estelares	podem	ser	usados	como	primiJvas	para	a	definição	de	
operações	de	mulJresolução.	

	
Ex:	O	colapso	de	arestas	e	a	subdivisão	de	um	vérJce	podem	ser	definidos	como	

composições	de	operações	estelares.	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Como	garanJr	a	tolerância	do	erro	de	aproximação?	

• Precisamos	medir	o	erro	global	da	simplificação	

• Comparar	duas	superYcies	é	custoso	

• Precisamos	de	medidas	aproximadas	conservaJvas	e	que	sejam	rápidas	para	
avaliação	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Situação	geral:	

• Cada	triângulo	ti	na	malha	simplificada	está	associado	ao	um	retalho	Si	na	malha	
original	

• Necessário	medir	a	distância	entre	ti	e	os	vérJces	ou	faces	de	Si	

Si	

ti	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Distância	de	Hausdorff:	mede	distância	entre	conjuntos	

	

• H(A,B)≠H(B,A)	

• No	caso	de	simplificação	a	direção	correta	é	H(A,B)	onde	A	é	a	malha	original	e	B	a	
malha	simplificada.	Por	que?	

• Computacionalmente	cara	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Erro	acumulado:	armazena	o	valor	de	erro	em	cada	triângulo	e	adiciona	o	novo	
erro	comeJdo	nos	triângulos	associados	a	cada	operação	de	decimação		

• Exemplo:		

• Na	operação	de	colapso	de	arestas	ocorre	uma	mudança	ao	movermos	os	vérJces	
p	e	q	de	(p,q)	para	a	nova	posição	r.		

• Para	cada	triângulo	ti	adjacente	a	aresta	(p,q),	calculamos	o	erro	(distância)	entre	r	
e	ti	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Quádricas	de	erro:	

• Associa	uma	distância	a	cada	vérJce	pj	da	malha	

• EsJma	o	quadrado	da	distância	de	pj	a	cada	um	planos	de	suporte	dos	
triângulos	no	retalho	Si	associado	aos	triângulos	ti	adjacentes	pj	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Quádricas	de	erro:	

• Inicialmente	calculamos	Qp	para	os	vérJces	originais	da	malha	

• Quando	uma	aresta	(p,q)	é	colapsada	calculamos	Qr	=	Qp	+	Qq	e	avaliamos	
o	erro	em	r	como	rTQrr	

• Qr	incorpora	a	a	soma	dos	quadrados	das	distâncias	aos	planos	adjacentes	
a	p	e	q	
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Simplificação	

Medidas	de	Distância	

• Quádricas	de	erro:	

• A	soma	de	quádricas	superesJma	os	erros	porque	planos	podem	ocorrer	
mais	de	uma	vez	na	soma	(no	máximo	mulJplicidade	3)	

• A	esJmação	da	distância	a	um	triângulo	pela	distância	a	um	plano	
subesJma	o	erro	

• Logo,	quádricas	não	fornecem	nem	um	limite	superior	estrito	nem	
inferior	estrito	do	erro	

• São	muito	uJlizadas	pois	permitem	uma	esJmaJva	eficiente	do	erro	e	
consomem	pouca	memória	
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Simplificação	

Adequabilidade	(fairness)	

• Na	decimação	incremental	as	medidas	de	erro	permitem	decidir	se	uma	remoção	é	
legal	ou	não	(critério	binário)	

• É	necessário	uJlizar	outros	critérios	para	efetuar	uma	ordenação	(ranking)	dos	
candidatos	a	remoção	

• Um	critério	óbvio	é	usar	a	própria	medida	de	distância	

• É	possível	uJlizar	outros	critérios	
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Simplificação	

Adequabilidade	(fairness)	

• Equiláteralidade:	mede	a	razão	entre	o	raio	do	círculo	que	circunscreve	o	triângulo	e	a	
menor	aresta	
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Simplificação	

Adequabilidade	(fairness)	

• Critério	de	suavidade:	mede	o	máximo	ou	média	do	salto	entre	normais	de	triângulos	
adjacentes	após	a	remoção		

• Critério	de	cor	ou	textura:	mede	o	desvio	da	textura	ou	cor	após	a	decimação	

• Critério	diedral:	mede	o	ângulo	entre	as	normais	de	dois	triângulos	adjacentes	antes	e	
após	o	colapso	de	arestas.	Se	for	próximo	a	180	o	colapso	deve	ser	impedido	
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Simplificação	

Método	de	Garland	

• Inicialização	

• Computar	a	quádrica	Qp	para	cada	vérJce	p	
• Selecionar	um	conjunto	S	de	pares	de	vérJces	(arestas	ou	não)	
• Computar	o	candidato	de	custo	mínimo	para	cada	par	de	vérJces	do	conjunto	S	

• Iteração	

• Selecionar	o	par	de	menor	custo	(p1,p2)	
• Efetuar	o	colapso	da	aresta	(p1,p2)	e	calcular	Qr	para	o	novo	vérJce	r	
• Atualizar	todos	os	pares	contendo	p1	e	p2	
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Simplificação	

Método	de	Garland	

• O	uso	de	pares	que	não	formam	arestas	permite	mudanças	topológicas	

• Selecionar	pares	que	estão	a	uma	distância	menor	que	t	
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Simplificação	

Método	de	Garland	(detalhes)	

• Fronteiras	abertas	que	são	engolidas:	

• Para	cada	aresta	na	fronteira:	

• encontrar	o	plano	contendo	a	aresta	perpendicular	ao	plano	
• associar	um	peso	grande	e	adicionar	aos	pontos	extremos	

• Colpaso	da	malha:	checar	as	normais	de	triângulos	adjacentes	antes	e	após	a	remoção.	
Se	ouver	flip	rejeitar		

• Métrica	de	erro	dependente	da	malha	incial:	ponderar	as	quádricas	com	a	área	dos	
triângulos	
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Simplificação	

Método	de	Garland	
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Simplificação	

Método	de	Garland	
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Simplificação	

Método	de	Garland	
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Simplificação	

Método	de	Garland	(somente	aresta)	
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Simplificação	

Método	de	Garland	(com	pares	não-aresta)	
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Simplificação	

Método	de	Garland	(critério	de	cor)	



04/10/17	 Processamento	de	Malhas	Poligonais	 73	

Simplificação	

Four-faced	Cluster	Method	

• Baseado	nas	operações	Edge-weld	(fusão	de	arestas)	e	Edge-flip	(inversão	de	
arestas)	

• Edge-Colapse	pode	ser	obJdo	com	uma	sequência	de	operações	estelares,	
mas	operações	estelares	são	mais	flexíveis	(diferentes	sequências	de	edge-flip	
podem	ser	aplicadas	antes	da	edge-weld	que	simula	a	edge-colapse)	

• Constrói	uma	hierarquia	de	malhas	(M0,M1,....,Mn)	com	M0	=	M	
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Simplificação	

Four-faced	Cluster	Method	

• No	passo	de	inicialização	de	cada	nível	j	todos	os	vérJces	de	Mj-1	são	marcados	como	
válidos	

• O	algoritmo	seleciona	um	vérJce	v	para	remoção.		VérJces	são	selecionados	
considerando	critérios	de	erro.	Exemplo:	quádricas	
	
• Se	v	não	possui	valência	4	então	uma	sequência	de	edge-flips	é	aplicada	até	que	a	
valência	seja	4	

• Os	vérJces	no	cluster	de	4	faces	são	marcados	como	inválidos	durante	a	geração	do	
nível	j	

• O	vérJce	de	valência	4	é	removido	com	uma	operação	de	fusão	de	aresta	(edge-weld)	

• Quando	todos	os	vérJces	forem	marcados	como	inválidos	o	nível	foi	completado	e	
começa	a	geração	do	nível	j+1	



04/10/17	 Processamento	de	Malhas	Poligonais	 75	

Simplificação	

Four-faced	Cluster	Method	
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Simplificação	

Four-faced	Cluster	Method	



Parametrização	

•  L.	Kharevych,	B.	Springborn,	and	P.	Schröder.	Discrete	conformal	
mappings	via	circle	paderns.	ACM	TransacJons	on	Graphics,	25(2):
412-438,	2006.	

•  A.	Sheffer	and	E.	de	Sturler.	Surface	parameterizaJon	for	meshing	
by	triangulaJon	fladening.	In	Proc.	9th	InternaJonal	Meshing	
Roundtable	(IMR	2000),	161-172,	2000.	

	
•  	A.	Sheffer,	B.	Lévy,	M.	Mogilnitsky,	and	A.	Bogomyakov.	ABF++:fast	

and	robust	angle	based	fladening.	ACM	TransacJons	on	Graphics,	
24(2):311-330,	2005.	

•  hdp://alice.loria.fr/so�ware/graphite/	
•  hdp://mulJres.caltech.edu/so�ware/CircleParam/html/index.html	


